2.0 Voorkennis

Voorbeeld:

(a + b)? =a?+2ab + b?

(a + b)® =(a+b)(a2 + 2ab + b2)
= a3 + 2a%b + ab? + a*b +2ab? + b3
= a3 + 3a%b + 3ab? + b3

Rekenregels machten:

aP
1)a’ -a% =a"™* 2)—=a""
aq

3)(a”)! =a™ 4)(ab)’ =a’b’

5) a’=1



2.1 Het binomium van Newton [1]

Driehoek van Pascal: Elk getal in de driehoek
‘ van Pascal geeft het aantal
“ routes om vanuit de top op
‘g‘ die plaats te komen.

°°°°°°°°°°° De getallen in de n-de rij zijn:
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2.1 Het binomium van Newton [1]

Driehoek van Pascal: Elk getal krijg je door de twee

‘ getallen die er schuin boven staan
“ bij elkaar op te tellen.
°°°°°“ Regel van Pascal:
°°°°° In de driehoek van Pascal is
°°°°°° elk getal de som van de twee
oﬂeﬂeﬂeaaﬁaooﬁo getallen die er schuin boven staan.
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2.1 Het binomium van Newton [2]

Voorbeeld 1:

5
> k=1+2+3+4+5=15
k=1

Met de notatie hierboven wordt de som van een getallen weergegeven.

Voorbeeld 2:

5
> (Bk+1)=1+4+7+10+13+16=51
k=0
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2.1 Het binomium van Newton |[3]

Driehoek van Pascal: (a+b)'=a+b

‘ De getallen 1 en 1 staan in de
tweede rij van de driehoek.
000
0000 (a+b)?=a?+2ab + b?

0000‘ De getallen 1, 2 en 1 staan in de

ooaeaeeeeeooo derde rl] van de driehoek.
°‘°°°°eeeaa°°°“ (a + b)3 = a3 + 3a?b + 3ab? + b3

oea@aaec De getallen 1, 3,3 en 1 staan in de

ogeaa@@@ee vierde rij van de driehoek.

ocoea@@@@@@Q@@aaeeo De laatste (179 rij) geeft nu de

oplossing van (a + b)®
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2.1 Het binomium van Newton |[3]

Driehoek van Pascal: Voorbeeld:
‘ (a + b)® = a® + 6a°b + 15a*b? + 20a3b3 + 15a%b*
“ + 6ab® +b°
‘°°°°“ Dit kan ook geschreven worden als:
00000 o (6) . (6) . (6),, (6).,
‘3000‘ (a+b)° = E ja +( ]a b+( ]ab +£ jab
00000000 e T
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000000000 o et o+ £
O o
00000000000 Deze formule is het binomiun van
‘0@@@@@@@@@@‘ Newton. De getallen heten de
‘@ﬁ@@@@@@@ﬁ‘ binomiaalcoéfficiénten.
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2.1 Het binomium van Newton

Driehoek van Pascal:
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2.1 Het binomium van Newton |[3]

Voorbeeld 1:
(a+4)° =

@@4@4@4

a’+3-a°-4+3-a-16+64=
a’ +12a° + 48a + 64

Willem-Jan van der Zanden



2.1 Het binomium van Newton |[3]

Voorbeeld 2:
(4a—3)° =

5-4 5+5-4 4-—3+5-4 . (-3)°
O(a) 1(a)() 2(a)()

+5-4 2-—33+5-4 -—34+5-—35—
3(0)()4(0)()5()—

1-1024a° +5-256a* - —3+10-64a° -9 +10-16a° - —27 +5-4a-81—243 =
1024a° —3840a* +5760a” —4320a” +1620a — 243
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2.1 Het binomium van Newton [4]

Voorbeeld 1:

oot O (G-

7! 7! 7! 7! 7!
7__ 7 6 6 52 5.2
(p+q+r) 7P TP TP TP TP T

De coéfficiénten in de herleiding van dit multinomium zijn de
multinomiaalcoéfficiénten.

o (e




2.1 Het binomium van Newton [4]

Voorbeeld 2:
Bereken: (4a—b+3c)’

(4a—b+ 36)9 = ( 7 2) : (4a)4 .(—b)2 .(3c)9 —

-

9!
41.31.2!
1260-256--1-9-a*b’c® =
—2.903.040a*b*c*

44 'a4 (_1)3b3 .32 'CZ —
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2.2 Recursieve formules [1]

Voorbeeld 1:
8,12, 16, 20, 24, ... is een getallenrij. De getallen in de rij zijn de termen.

8 is de eerste term (startwaarde, u,)

12 is de tweede term (u,)

24 is de vijfde term (u,)

Elke term is 4 groter dan de voorafgaande term.

u,=8
u,=uy+4(=12)
u,=u, +4(=16)

L[3 _ l,lz + 4 (:20) HORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAM HP 1
U, = Uy + 4 (=24) 8 o

g 8
Algemeen: u, =u,,+4metu,=8 e 12.
(recursieve formule) Ans+4 16

g AR
Metde GR: e 29,

8 | ENTER | ANS + 4 | ENTER | ENTER | ....



2.2 Recursieve formules [1]

Bij een recursieve formule kun je een term alleen uitrekenen door eerst
alle voorgaande termen te berekenen.

Voorbeeld 2:
Gegeven is de recursieve formule u, = 1,25u, ; - 10 met u, = 100.
Bereken de vijfde en zesde term van de rij. Rond af op twee decimalen.

Met de GR:
100 | ENTER | 1,25ANS - 10 | ENTER | ENTER | ....

Je krijgt u, ~ 186,48 en u: = 223,11
Voorbeeld 3:

Gegeven is de recursieve formule u, = 1,25u, ; - 10 met u, = 100,
Vanaf de hoeveelste term is u, > 500.

ug 487,03 en u,, * 598,79
Vanaf de 11¢ term is u,, > 500.
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2.2 Recursieve formules [ 2]

Voorbeeld 1:
Gegeven is de getallenrij 1, 1, 2, 3,5, 8, .

Dit is de rij van Fibonacci. Elke term is de som van de twee Vooraf aande

termen. AL et B ' ' |

ATHPR CLASSIC
ORHHA SCI EHNG

il; 8123456789
Algemeen: u,=u,,+u,,metu,= 1 S DEGREE
FUNCTION PARAMETRIC POLAR [HA]
84 DOT-THICK THIN DOT-THIH

. QUENTIAL IS {y[I]8
Bereken de 129 term van deze rij T3 a+bi re~(ei)

HORIZONTAL GRAPH-THELE
FRACTION TYPE:[¥X] Uned
ANSWERS:[ITIl DEC FRAC-APPROX

Stap 1: GO TO 2NDFORMAT GRAPH:[I] YES
STATDIAGNOSTICS: [Idd ON

Zet eerst in het MODE menu de optie SEQ aan. STATHIZARDS.EL OFF

SETCLOCK LIS N:TeN-mh4:1i]yl

p
Stap 2:

Plotl Plot2 Plot3

| 20 0

Druk op de knop Y= PMin=1

De indeling van het scherm is nu anders dan B-uin)=
ulnMinl=

normaal. Bin)=
vinMin)=

Bwin)=

winMind=



2.2 Recursieve formules [ 2]

Voorbeeld 1:

Bereken de 129¢ term van deze rij

NOEMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HMF n

Plotl Plot2 Plot3
nMin=0
B-u(n)Buln-1)+uln—-2)
u(nMinl)B{1.12
B-vin)=

vinMin)=

B-win)=

w(nMin)l=

via de toets die je normaal gebruikt voor de variabele X

Stap 3:

Vul nu het volgende in:

Bij nMin 0

Bij u(n) u(n-1) + u(n-2)
Bij u(nMin) {1, 1}

Op de GR krijg je:

u via de toets 2ND | 7

n

{ via de toets 2ND | (

} via de toets 2ND | )

Je moet bij u(nMin) de eerste twee termen invullen. Vul eerst de tweede
term in en dan de eerste. Is maar één term nodig, dan hoefje geen { } te

gebruiken.



2.2 Recursieve formules [ 2]

Voorbeeld 1:
Bereken de 129 term van deze rij

Stap 4:
De uitkomst kun je vinden via 2ND | GRAPH

De 129 term (u,,) heeft de waarde 144.

Voorbeeld 2:

Vanaf welke term geldt bij de Rij van Fibonacci:

u,>100.000?

Uit de tabel volgt:
U,, =75.025
u,. =121.393

Vanaf de 265 term zijn er waarden groter
dan 100.000.

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP []
PRESS + FOR aTh1
T uin)d
1 1
2 2
3 3
y g
g 8
6 13
7 21
8 3y
9 EE
19 89
| 11 KL
n=11
NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP []
ﬂj + FOR aTh1
7 u(n)
1t 987
16 1597
17 258Y4
18 4181
19 6765
20 10946
21 17711
22 28657
23 Y6368
2y 75025
EE 121393

n=25



2.2 Recursieve formules | 3]

Voorbeeld:

Op 1 maart zit in een opslagtank 20.000 liter water. Elke dag wordt 30%
van de in de tank aanwezige hoeveelheid voor zuivering overgeheveld
naar een andere tank. Direct daarna wordt de eerste tank bijgevuld met
5.000 liter water. De eerste keer gebeurt dat op 2 maart.

Stel bij deze situatie de recursieve formule op van de hoeveelheid water

(W,) en onderzoek beneden welke grenswaarde de hoeveelheid water in
de tank niet komt.

W, =0,7W,, +5.000 met W, = 20.000

Voer de formule in op de GR zoals je dat bij de Rij van Fibonnaci hebt
geleerd. Uit de tabel volgt nu dat de grenswaarde 16.667 m3 water is.



2.2 Recursieve formules [4]

Bij een recursieve formule kun je een term alleen uitrekenen door eerst
alle voorgaande termen te berekenen. Bij een directe formule kan dit
rechtstreeks.

Voorbeeld 1:
8,12, 16, 20, 24, ...

Recursieve formule: u, =u, ; + 4 metu, =8
Directe formule: u, =8 + 4n

De negende term (ug !!') =8 + 4 - 8 = 40.

Willem-Jan van der Zanden

18



2.2 Recursieve formules [4]

Voorbeeld 2:
Gegeven is de directe formule u, = 8 + 4n met beginterm u,,.
Geef de recursieve formule van de somrij S,.

De termen van de somrij S, zijn:

So=Uy=5

S;=uy+u;=S,+u;=5+8=13
So,=uytu+tu,=5,+u,=13+11=24
Ss=uUgtuytu,+tuz;=5,+u;=24+14=38

Algemeen:

De recursieve formule van de somrij S, van de rij u,, is
S,=S,.1+tu,metS, = u,.

S,=5,.1+8+4nmetS, = u,.



2.2 Recursieve formules [4]

Voorbeeld 3:

Gegeven is de rij u(n) = 2u(n - 1) - 3n met beginterm u(0) = 10 en de
bijbehorende somrij S(n).

Bereken S(10)

De recursieve formule van S(n) =S(n-1) + 2u(n-1) - 3n met S(0) = 10

Vul in de GR de rij en de somrij in. Uit de tabel volgt S(10) = 8419

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP n e +;&'|$F2T,:'1”T" IS (BT al?
Plotl Plot2z Plot3 0 = ;Jatn] fain]
nMin=0 1 17 27
B-u(n)B2u(n-1)-3n 2 T (8
uCaMin)B{1a} y 82 18Y
-v(n)Bv(n-1)+2uln-1)-3n g é;g 233
vinMin)B{1@} 7 539 1152
()= L
winpMin)l= 18 4132 | 8419

I
=



2.3 Rekenkundige rijen [1]

8,12, 16, 20, 24, ... is een rekenkundige rij (rr), want het verschil tussen twee
opeenvolgende termen (v) is constant.

U (=8)

Uu;=uUy+v=(8+4=12)
U,=Uy+v=uUy+v+v=u,+2v=(8+2-4=16)
U;=u,+v=u,+3v(=8+3-4=20)
U,=uUs;+v=u,+4v(=8+4-4=24)

Algemeen:
u, = u, + nv (direct)
u, =u,,+vmetu,=getal (recursief)



2.3 Rekenkundige rijen [1]

Voorbeeld 1:
8,12, 16, 20, 24, ...
De hoeveelste term is 388?

Directe formule = 8 + 4n

Losop: 8+ 4n =388
4n =380
n=95

Dus uy; = 388, dus de 965 term is 388.

Let op:
De eerste term is u,,

De tweede term is u,
De 96-ste term is g
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2.3 Rekenkundige rijen [2]

Voorbeeld 1:
Tel de eerste 29 termen van de rij u, = 8 + 4n op.

Som=uy+u; +u,+..+Uyy +Ug=8+12+16+..112+ 116 + 120

Som = 8+ 12 +16 +..+112+116+120
Som= 120+116+112+..+16 +12 +8

2:-som=128+128+ 128+ ...+ 128+ 128 + 128
2:-som=29-128
Som=0,5:29-128=1856

Letop 1: 29 (= 28 + 1) = aantal termen dat je optelt
Letop 2: 128 (=8 + 120 = u, + u,g)

Algemeen:

Som = 0,5 - aantal termen - (eerste term + laatste term)
Som=0,5-(n+1)-(u,+u,)

=0,5-(n+1) - (uy+u,



2.3 Rekenkundige rijen [2]

Voorbeeld 2:
Gegeven is de rekenkundige rij u, = 6n + 4

n=15

Bereken Z Uy,
k=0

Voor het berekenen van de som van de eerste 16 termen gebruiken
we de formule: =0,5-(n+1) - (u, +u,)

n=15

DU =05 (15+1)- (uy+uye) =0,5-16-(4+94)=0,5-16 - 98 =784
k=0

Let op:
Als gevraagd wordt om de som van de eerste zestien termen te berekenen

n=15

is dit hetzelfde als z U,
k=0

Willem-Jan van der Zanden 24



2.3 Rekenkundige rijen [2]

Voorbeeld 3: NORHMAL FLOAT AUTOD REAL RADIAN HP
Maak een tabel van de functie van x% - 10x + 7
met startwaarde -4 en stapgrootte 0,5. TABLE SETUP
TblStart=-4
aTbl=.5
Stap 1: Indrnt: Ask
2ND | WINDOW Depend: Ask
TblStart is de startwaarde van de tabel.
Vul hier -4 in.
ATbl is de stapgrootte. Vul hier 0.5 in. Ee s Fo g O REAL RADIAK HF
:
Stap 2: 2,
2ND | GRAPH geeft nu de tabel weer. e :
Met behulp van de cursor toetsen kun je nu door 15 f2a2s
de tabel lopen. 5’ 12.25
15 ?éZS




2.4 Meetkundige rijen [1]

Gegeven is de rij getallen: 64, 96, 144, 216, 324, ...

Elke term is te vinden door de voorgaande term te vermenigvuldingen met 1,5
Deze rij heet een meetkundige rij (mr), omdat elke term een bepaalde
factor [r] groter (of kleiner) is dan de vorige term.

U, (= 64)

U, =uUy-r(=64-1,5=96)

Uy=U " T=Uy T Tr=uy-r*(=64-15%=144)
Us=U, T=Uy 13 (=64-15%=216)
Uy=Uz-r=uy-r*(=64-1,5%=324)

De directe formule wordt nu: u, = 64 - 1,5"
De recursieve formule wordt nu: u, = 1,5 - u, ; met u, = 64

Algemeen:
u, = u, - r* (directe formule)
u,=r-u,, metu,=getal (recursieve formule)



2.4 Meetkundige rijen [1]

Voorbeeld:
Van een meetkundige rij is u, = 1.600 en u,, = 51.200.
Stel de directe formule van u, op.

5 =
Ug " T° = Uy

Hieruit volgt: r° = %11 — >1.200 _

=32
u, 1600

r5 =32 geeft r=</32=2

De directe formule wordt nu: " °
u =u,-2"
1.600=u, -2°
Invullen van u, = 1.600 geeft: 1.600
uo — 26 = 25

u =25-2"

Willem-Jan van der Zanden
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2.4 Meetkundige rijen | 2]

Bereken de som van de eerste n + 1 termen van de meetkundige rij:
u,=r-u,,

SOM=uy+U, +U, +..+U_, +U,
r-som=r-(u,+u, +u,+..+u, _, +u,)
r-SOM=r-Uy+r-u +r-u,+.+r-u._, +r-u,
r-som=u, +u, + Uy +..+U,+U,_ .,

som= Uy + Uy +Uy + ot U+ Uy
r-som= U+, +Uy+.. +U, +U
som-r-som=u,+0+0+.. +0 +0 -u_,
som-(1-r)=u,-u_,

uO B un+1

som=-2_n+l
1-r




2.4 Meetkundige rijen | 2]

De som van een meetkundige rij u, met factor r is te berekenen met
de volgende formule:

eerste term(l — factoraantaltermen)
1- factor

Uo(l rn+1)

Z“k =

som=

Voorbeeld:
Gegeven is de meetkundige rij u, = 20 - 1,2"

5
Bereken de kZO“k

2, 20(1-1,2°1) _20(1-1,2°

U, = =
k — —
“ 1-1,2 1-1,2

) ~198,60

Let op:
Als gevraagd wordt om de som van de eerste zes termen te berekenen

5
is dit hetzelfde als kzuk
=0



2.4 Meetkundige rijen | 2]

De som van een meetkundige rij u, met factor r is te berekenen met
de volgende formule:

eerste term(]_ _ factoraantaltermen)
1- factor

0(1 rn+1)

Zuk =

Som=

Voorbeeld 2:
Gegeven is de meetkundige rij u, =10 - 0,8"

Bereken de ];)uk

Z”: _u,(1-r1) _10(1-0,8"1)
le =

“~ 1-r 1-0,8
C10(1-0,8™1) cher q anit
=g =50(1-0,8"")
=50-50-0,8™1
=50-50-0,8"-0,8!
=50-40-0,8"
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2.4 Meetkundige rijen | 3]

Voorbeeld 1:
Gegeven is de meetkundige rij u, =10 - 0,8"

i“ _u,(1-r™)_10(1-0,8")
ke 1er 1-0,8

Als n een heel groot getal is geldt er: 0,8™1 = 0

i _u,(1-r™) _10(1-0,8™1) 10(1-0)
= 1-r 1-0,8 0,2

n
50 is nu de limiet van I;)uk

Deriju,=10-0,8"is een sommeerbare rij.
Elke meetkundige rij met -1 < r < 1 is sommeerbaar.



2.4 Meetkundige rijen | 3]

Algemeen:
De meetkundige rij u, = u, - r"is sommeerbaar voor-1 <r<1

Uy

De som is S=u0+u0-r'+u0-r2+...:
1-r

Voorbeeld 2:
Bereken 10 -5+ 2,5-1,25 + 0,625 - ...

10-5+25-1,25+0,625-...=10+-5+2,5+-1,25+ 0,625 + ...

Dit is de som van een meetkundige rij met u, =10 enr=-%

u, 10 _10_6
1-r 1-——-5 13

2

S —

wNo
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