10.0 Voorkennis

Herhaling van rekenregels voor machten:

a’-a’ =a"""[1] % =a"" [2] a’=1 als a#0[5] a?’= aip [6]
a
(a” )" =a" [3] (ab)’ =a’b’[4] a; _4a 7] a'; —4a” 8]

Voorbeeld 1:
Schrijf als macht van a:

1 - - - o _
—8:61326181613:(18 S—a
a

Voorbeeld 2:
Schrijf zonder negatieve exponenten:

1 1 243 243

-3
—d = 3: . = 3
(7 j (3 j 27 3 243 27a

243
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10.0 Voorkennis

Voorbeeld 3:
Herleid de formule y =15(3x5 )3 - 3)3 in de vorm y = ax”"
X
y=1527x"" 6 - Rekenregel [4]
27x
1 Rekenregel [6]

=405x"-6-—-x
7 27

Rekenregel [1]
y=90x°

Voorbeeld 4:

Schrijf als macht van x:
2

2
“ 2%
a’ja* =a*-a°>=q°®
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10.0 Voorkennis

Algemeen:
. . Lo Ay .
Het differentiequotiént Ay Vanyop [x,, Xp] 1S:

* De gemiddelde verandering van y op [x,, Xz];

* De gemiddelde snelheid waarmee y verandert op [x,, xg];
* De richtingscoéfficiént van de lijn AB;

* De helling van de lijn AB;

Vg —Va

Xp—X,



10.1 Raaklijnen en snelheden|1]

Voorbeeld:
Gegeven is de tijd-afstandformule: s = t3 + t> met t in seconden en
s in meters. Bereken de snelheid op t = 3

De snelheid van deze tijd-afstandformule kun je benaderen door
het differentiequotiént op een klein interval rond t = 3 te berekenen.
Neem bijvoorbeeld het interval [3; 3,001].

As  5(3,001)-s(3) 36,033-36
At 3,001-3 3,001-3

33

Hieruit volgt dat de snelheid op t = 3 ongeveer 33 m/s is.

Algemeen:
Bij een tijd-afstandformule benader je de snelheid op het tijdstip t = a

met het differentiequotiént op het interval [a, a + At], met bijvoorbeeld
At=0,01 of At=0,001



10.1 Raaklijnen en snelheden|?2]

Met het differentiequotiént bereken je de
gemiddelde verandering per tijdseenheid.

Voorbeeld: s=t2-t+ 0,25

Differentiequotiént van s op [0, 3] =
As s(3)-s(0) 6,25-0,25
At 3-0 3-0

=2 °]

Differentiequotiént van s op [2, 3] =
As s(3)-s(2) 6,25-2,25 4
At 3-2 3-2

Differentiequotiént van s op [2,99; 3] = 3
As s(3)-s(2,99) 6,25-6,2001 ~4.99
At 3-2,99 3-2,99 ’

Algemeen:
In een tijd-afstandsgrafiek is de snelheid t = a

gelijk aan de richtingscoéfficiént van de raaklijn

-
"

van de grafiek in het bijbehorende punt. o[



10.1 Raaklijnen en snelheden|2]

Voorbeeld:
Zie de grafiek rechts. Schat de snelheid op
t=3.

7

Stap 1:
Teken de raaklijn k in het punt op de grafiek

met t = 3. 51

Stap 2:
Lees twee punten af die op de raaklijn liggen.

A(2; 1,25) en B(3; 6,25). .

Stap 3:
Bereken de snelheid met behulp van de twee

punten.
625-125_5__ .
3-2 1

Snelheid =
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10.1 Raaklijnen en snelheden|3]

Met het differentiequotiént bereken je de gemiddelde verandering per
tijdseenheid.

Voorbeeld: f(x) = x*> - x

Ay f(3)-f(2,99) 6-5,9501
Ax 3-2,99 3-2,99

Differentiequotiént van f(x) op [2,99 ; 3] = ~ 4,99

Dit differentiequotiént geeft een goede benadering van de helling van de
grafiek f(x) in het punt A(3, 6).

Wanneer er nu een oneindig klein interval genomen wordt, krijgen we:
* De richtingscoéfficiént van raaklijn van de grafiek in het punt 4;
* De helling van de grafiek in 4;

* De snelheid waarmee y verandert voor x = 3.

L .| dy
* De notatie hiervanis: | —
dX x=3



10.1 Raaklijnen en snelheden|3]}

Voorbeeld:

Gegeven is de functie: f(x) = x*> - 2x - 1.
Bereken de snelheid waarmee y verandert bij
een waarde van x van 5.

Bereken de richtingscoéfficiént met de GR:
Y=|Y1=X"2-2X-1

2ND | TRACE | 6: dy/dx |[ENTER

Toets 5 in | ENTER
dy/dx =8 dusrc=38
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10.1 Raaklijnen en snelheden|4]

Voorbeeld:

Gegeven is de functie: f(x) = x*> - 2x - 1.
Onderzoek of deze functie toe of afneemt bij
een waarde van x van 5.

Berekenen van de richtingscoéfficiént met de GR
geeft:

Y=|Y1=X"2-2X-1
2ND | TRACE | 6: dy/dx |[ENTER

Toets 5 in | ENTER
dy/dx = 8 (>0) dus f{x) neemt toe voor x = 5.

Algemeen:
iy

Is d_x >0, dan neemt y toe voor x = a.
_dy_

[s I < 0, dan neemt y af voor x = a.
L X_

x=a Willem-Jan van der Zanden 9



10.1 Raaklijnen en snelheden|5]

Voorbeeld:

Gegeven is de functie: f(x) = x*> - 2x - 1.

Stel de formule op van de raaklijn [ van de grafiek
in het punt B met x5 = 5.

Stap 1:
Bereken de richtingscoéfficiént met de GR:

Y=]Y1=X"2-2X-1

2ND | TRACE | 6: dy/dx |[ENTER

Toets 5 in | ENTER
dy/dx = 8 dus rcy; = 8

Willem-Jan van der Zanden 10



10.1 Raaklijnen en snelheden|5]

Voorbeeld:
Gegeven is de functie: f(x) = x*> - 2x - 1.
Stel de formule op van de raaklijn / van de grafiek in het punt B met x; = 5.

Stap 2:
Bereken de y-coordinaat van het punt B.

f5)=52-2-5-1=14

Stap 3:
Stel de vergelijking van raaklijn I: y = ax + b op:

l.y=8x+b

Invullen van het punt B(5, 14) geeft:
14=8-5+b

14=40+D

b=-26 =>[iy=8x-26

Willem-Jan van der Zanden
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10.2 Hellinggrafieken [1]

* Links is de grafiek van de functie
f(x) = 5x* + 2x3 - 6x% - 5 getekend
op hetinterval [-2, 2];

* Deze grafiek heeft drie toppen.

-« Op hetinterval [-2; -0,94) is de grafiek

dalend;

* Bijx= 0,94 is er een minimum;

* Op hetinterval (-0,94; 0) is de grafiek
stijgend;

* Bij x =0 is er een maximum;

* Op hetinterval (0; 0,64) is de grafiek
dalend;

* Bijx= 0,64 is er een minimum;

* Op het interval (0,64, 2] is de grafiek
stijgend.




10 2 Hellinggrafieken [1]

* Links is de hellinggrafiek van de functie
| f(x) = 5x* + 2x3 - 6x% - 5 getekend
op hetinterval [-2, 2];
* Deze hellinggrafiek heeft drie snijpunten
met de x-as.

* Op hetinterval [-2; -0,94) is de grafiek

I 2 E 2 - dalend. De hellinggrafiek ligt dan onder
de x-as;

* Bijx=0,94 is er een minimum. De
hellinggrafiek snijdt hier de x-as;

* Op hetinterval (-0,94; 0) is de grafiek
stijgend. De hellinggrafiek ligt dan boven
de x-as;

* Bijx=0is er een maximum. De
hellinggrafiek snijdt hier de x-as;




10.2 Hellinggrafieken [1]

4-

* Links is de hellinggrafiek van de functie
f(x) = 5x* + 2x3 - 6x% - 5 getekend
op het interval [-2, 2];
* Deze hellinggrafiek heeft drie snijpunten
met de x-as.

* Op hetinterval (0; 0,64) is de grafiek
dalend. De hellinggrafiek ligt hier
onder de x-as;

* Bijx= 0,64 is er een minimum. De

4 hellinggrafiek snijdt hier de x-as;

* Op hetinterval (0,64, 2] is de grafiek
stijgend. De hellinggrafiek ligt hier
boven de x-as.




10.2 Hellinggrafieken [2]

Het plotten van een hellinggrafiek op de GR:

Plot de hellinggrafiek van
fx) =5x*+2x3-6x%-5

Stap 1:
Vul bij Y1 de functie f(x) in:

Y=|Y1=5X"4+2X"3 -6X"2-5

Stap 2:
Vul bij Y2 in wat er op het eerste plaatje staat

nDerive volgt met:
MATH | MATH | 8:nDerive(

NORMAL FLOAT AUTD REAL RADIAN HF n

Flotl Flotz Flot3
E\Y1B5% +2X°-6X*-5
I\Y2B3- (Y1),

ENY 2=0
ENY4=
ENYs5=
INYs=
ENY 7=
E\Ys=

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HMFP I:I

5 NUM CMPLX PROB FRAC
:PFrac

: rDec

= 3

: 3 (

N

tfMin(

: fMax(

EﬂnDerlu(

9dfnint(

ﬂﬂ\mAWMH



10.2 Hellinggrafieken [2]

Het plotten van een hellinggrafiek op de GR:

Plot de hellinggrafiek van
flx) =5x*+2x3-6x%-5

Stap 2:
Y1 volgt met:

VARS | Y-VARS | 1: Function | 1:Y,

Stap 3:
Y= laat twee grafieken zien.

De blauwe grafiek is de grafiek van f{x).
De rode grafiek is de hellinggrafiek van f(x).

Willem-Jan van der Zanden 16



10.2 Hellinggraftieken [3]

Met het differentiequotiént bereken je de gemiddelde verandering
per tijdseenheid.

Voorbeeld: f(x) = x?>-x

A 3)- f(0) 6-0
Differentiequotiént van f(x) op [0, 3] = Ai(/ = ut 3)_(1)[( ) = 3_0 =2

0.5 1 1.5
Willem-Jan van der Zanden
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10.2 Hellinggraftieken [3]

Met het differentiequotiént bereken je de gemiddelde verandering
per tijdseenheid.

Voorbeeld: f(x) = x?>-x

Ay _fB)-f(2)_6-2_,
Ax 3-2 3-2

Differentiequotiént van f{x) op [2, 3] =

6_

Ay




10.2 Hellinggraftieken [3]

Met het differentiequotiént bereken je de gemiddelde verandering
per tijdseenheid.

Voorbeeld: f(x) = x*> - x

Ay _ f(3)-f(2,99) _6-59501

Differentiequotiént van f{x) op [2,99; 3] = ~= 3209 3_299 ~ 4,99

Dit differentiequotiént geeft een goede benadering van de helling
van de grafiek f(x) in het punt [3, 6]

Er bestaat een functie die bij elk punt van de grafiek f{x) de helling in
dit punt berekend. Dit is de afgeleide functie.



10.2 Hellinggraftieken [3]

Regels voor het differentiéren:

f(x) = ax? geeft f’(x) = 2ax
flx) =axgeeftf'(x) =a
flx)=ageeftf'(x)=0

Voorbeelden:
f(x) = 3x? geeft f’(x) =2 -3x=6x
g(x)=6x*+9x-6 geeftg’'(x)=2-6x+9=12x+9
[somregel differentiéren]
h(x)=(x+ 6)(4x-7) [Eerst haakjes wegwerken, dan differentiéren]

=4x2 - 7x + 24x - 42
=4x?-17x-42 geefth’(x)=2-4x-17=8x-17



10.2 Hellinggratieken [3]

WHY YOUu WHY YOoUu WHY YOU HEY,

DERIVING DERIVING DERIVING STOP
YOURSELF? YOURSELF? YOURSELF? THAT!

\ \ \ /
g g

WHY YoLu spikedmath.com

DERIVING WHY YOU ... ©2on
YOURSELF?

8 &

\
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10.2 Hellinggratieken [4]

Regels voor het differentiéren:

f(x) = ax? geeft f’(x) = 2ax
flx) =axgeeftf'(x) =a
flx)=ageeftf'(x)=0

Er geldt ook:

f(x) = ax3 geeft f’(x) = 3ax?
f(x) = ax* geeft f’(x) = 4ax3

En dus:
f(x) = ax" geeft f’(x) = nax™!



10.2 Hellinggrafieken [4]

Regels voor het differentiéren:

f(x) = ax" geeft f’(x) = nax"!

Voorbeelden:
flx)=6x>+p geeft f’(x) =5 - 6x* = 30x*
g(x) =7x> + 3px% + 13 geeftg’(x) =5+ 7x* + 2 - 3px?

= 35x* + 6px?

h(x) = (3x® + 5x)(2x3 - 7x)
= 6x% - 21x7 + 10x* - 35x2 geeft h’'(x) = 54x8 - 147x% + 40x3 - 70x



Klijnen en extreme waarden [1]

f(x)=0.5x3-4x+3

De rechte lijn raakt de grafiek van f
in het punt A met x-coordinaat -2.
Deze raaklijn heeft in het punt 4
dezelfde richtingscoéfficiént als de
grafiek van f.

| v '3
_1_

Willem-Jan van der Zanden 24




10.3 Raaklijnen en extreme waarden [1]

Voorbeeld:
Stel met behulp van de afgeleide de formule op van de raaklijn k in
het punt A met x, = -2 van de grafiek f{x) = 0.5x3 - 4x + 3.

Stap 1:
Bereken de afgeleide van f{x): f'(x)=1.5x*-4

Stap 2:
Bereken de richtingscoéfficiént van f{x) in het punt 4 met x, = -2:

F(-2)=15-(-2)2-4=2

Stap 3:
Vul de uitkomst van stap 2 in in de formule van de raaklijn:

k:y=ax+b=>k:y=2x+Db

Willem-Jan van der Zanden
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10.3 Raaklijnen en extreme waarden [1]

Voorbeeld:
Stel met behulp van de afgeleide de formule op van de raaklijn k in
het punt A met x, = -2 van de grafiek f{x) = 0.5x3 - 4x + 3.

Stap 4:
Bereken de y-coOrdinaat van punt A: f(-2) =7

Stap 5:
Bereken de onbekende b in de formule van de raaklijn

y=2x+Db
7=2:--2+Db
7=-4+b
b=11

De raaklijn k wordtnu: k:y=2x+ 11

Willem-Jan van der Zanden
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10.3 Raaklijnen en extreme waarden [2]

Er zijn verschillende manieren om de afgeleide van een functie te noteren:
flx) = 6x°> + 3x

Manier 1:
f'(x)=30x*+3

Manier 2:
d(6x° +3x)
dx

=30x* +3

Manier 3:

di(6x5 +3x)=30x"+3
X

Manier 4:

d—y:30x4 +3
dx




10.3 Raaklijnen en extreme waarden [3]

Voorbeeld 1:
Gegeven is de functie N(t) = 480t? - 40¢3
Bereken algebraisch de extreme waarden van deze functie.

Stap 1:
Bereken de afgeleide van de gegeven functie.

N’(t) =960t - 120¢?

Stap 2:
Los algebraisch N'(t) = 0 op.

960t - 120¢2= 0
t(960 - 120t) = 0
t=0V960-120t=0
t=0V 120t=960
t=0vt=8

Willem-Jan van der Zanden
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10.3 Raaklijnen en extreme waarden [3]

Voorbeeld 1:
Gegeven is de functie N = 480¢t? - 40¢3
Bereken algebraisch de extreme waarden van deze functie.

Stap 3:
Schets de grafiek van de gegeven functie en kijk of de gevonden waarden
maxima/minima zijn.

/ Uit de schets volgt dat
er bij t = 0 een minimum ligt

en bij £ = 8 een maximum.

\
" 12

Willem-Jan van der Zan&en 29




10.3 Raaklijnen en extreme waarden [3]

Voorbeeld 1:
Gegeven is de functie N = 480¢t? - 40¢3
Bereken algebraisch de extreme waarden van deze functie.

Stap 4:
Bereken de extreme waarden:

N(0) = 480 -02-40-03=0
N(8) = 480 - 82 - 40 - 83 = 30.720 - 20.480 = 10.240

Willem-Jan van der Zanden
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10.3 Raaklijnen en extreme waarden [3]

Voorbeeld 2:

Gegeven is de functie N(t) = 480t? - 40¢3
Toon met de afgeleide aan dat de grafiek stijgend is bij t = 5,75

Stap 1:
Bereken de afgeleide van N:

N'(t) =960t - 120t?

Stap 2:
Vul £t = 5,75 in, in N’(¢t):

N’'(5,75) =960 -5,75-120-5,752=1552,5>0

Willem-Jan van der Zanden
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10.4 De afgeleide van y = ax™ |1]

Herhaling:
De afgeleide van f{x) = ax" is: f’(x) = nax"!

Deze regel geldt voor elk geheel getal n.

Voorbeeld 1:

fl)=—5=9x"
X

f'(x) =-3.9x *=_27x"* :_X247
Voorbeeld 2:
x*+2x 2
g(x)= 5 :x+—2:x+2)f2
X X
4

g'(x):1—2-2x3:1—4x3:1—X3

Willem-Jan van der Zanden
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10.4 De afgeleide van y = ax™ [1]

Herhaling:
De afgeleide van f{x) = ax" is: f’(x) = nax"!

Deze regel geldt voor elk getal uit de verzameling van reéle getallen IR

Voorbeeld 3:

fO)=Yx=x3

2

1 - 1 1
flx)=sxt=—y=
; 3)(§ 3’

Afspraak:
Laat in je antwoord geen gebroken of negatieve exponenten staan.



10.4 De afgeleide van y = ax" | 2]

Voorbeeld 1:
Gegeven is de formule f{x) = 5x079 -3x118 + 3 met x> 0

Bereken algebraisch in twee decimalen nauwkeurig de snelheid waarmee f(x)
verandert voor x = 8.

Stap 1:
Bereken de afgeleide:

f’'(x)=0,79 - 5x921- 1,18 - 3x%18 = 3,95x021 - 3 540,18

Stap 2:
Bereken de snelheid met behulp van de afgeleide.

f'(8) =3,95-8021-354.8018x 2 59

Willem-Jan van der Zanden
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10.4 De afgeleide van y = ax" | 2]

Voorbeeld 2:
Gegeven is de formule f{x) = 5x%79 -3x118 + 3 met x> 0

Bereken algebraisch voor welke waarde van x de waarde van y maximaal is.

Rond af op twee decimalen. Bereken ook y, .. in twee decimalen nauwkeurig.

Stap 1:
Bereken de afgeleide:

f’(x)=0,79 - 5x021 - 1,18 - 3x018 = 3,95x 021 - 3 54x0,18

Willem-Jan van der Zanden
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10.4 De afgeleide van y = ax" | 2]

Voorbeeld 2:
Gegeven is de formule f{x) = 5x%79 -3x118 + 3 met x> 0

Bereken algebraisch voor welke waarde van x de waarde van y maximaal is.

Rond af op twee decimalen. Bereken ook y, .. in twee decimalen nauwkeurig.

Stap 2:
Los f’(x) = 0 op.

3,95x *' -3 54x%1% =0

3,95x **' =3,54x"'®

3,95x 417018 =3 54 Deel links en rechts door x%18
3,95x %7 =3,54

X—0,39 — 3154

3,95

1 -1

20,39 Neem links en rechts tot de macht
x:£3'54j _1,324... 0,39

3,95

Willem-Jan van der Zanden
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10.4 De afgeleide van y = ax" | 2]

Voorbeeld 2:
Gegeven is de formule f{x) = 5x%79 -3x118 + 3 met x> 0

Bereken algebraisch voor welke waarde van x de waarde van y maximaal is.
Rond af op twee decimalen. Bereken ook y, .. in twee decimalen nauwkeurig.

Stap 3:
Teken een schets en controleer of de gevonden oplossing een maximum is.

Y

y=5x%?=gxl18 43

Het maximum bevindt zich bij x = 1,32.

Willem-Jan van der Zanden 37



10.4 De afgeleide van y = ax" | 2]

Voorbeeld 2:
Gegeven is de formule f{x) = 5x%79 -3x118 + 3 met x> 0

Bereken algebraisch voor welke waarde van x de waarde van y maximaal is.
Rond af op twee decimalen. Bereken ook y, .. in twee decimalen nauwkeurig.

Stap 4:
Bereken de waarde van y, .:

Ymax = 5 11324---0'79 -3 1;324’---1’18 + 3= 5,06

Willem-Jan van der Zanden
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10.5 Regels voor het differentiéren [1]

Voorbeeld 1:
Bereken de afgeleide van p(x) = (x + 6)(2x + x?)

Een manier om dit te doen is het wegwerken van de haakjes en
vervolgens term voor term differentiéren.

Differentiéren kan ook met behulp van de productregel:

Productregel:
De afgeleide van p(x) = f(x) - g(x) bereken je met:

P'(x)=f(x) g(x) +f(x) - g'(x)

Let op:
p(x) is dus het product van de functies f{x) en g(x)

In dit voorbeeld geldt:

f(x)=x+6

g(x) = 2x + x*

p(x) = fx) - g(x) = (x + 6) - (2x + x?)



10.5 Regels voor het differentiéren [1]

Voorbeeld 1:
Bereken de afgeleide van p(x) = (x + 6)(2x + x?)

Productregel:
P'(x)=f(x)-g(x) +f(x) - g'(x)

p’(x) =[x+6] - (2x+x2)+ (x+6)[2x+x%]
=1-(2x+x?)+ (x+6)-(2+2x)
=2X+ X2+ 2x+2x2+ 12+ 12x
=3x°+ 16x+ 12

Willem-Jan van der Zanden
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10.5 Regels voor het differentiéren |2]

Voorbeeld 2: 218
Bereken de afgeleide van q(x) = %

Differentiéren gebeurt nu met de quotiéntregel:

Quotiéntregel:

De afgeleide van g(x) = % wordt nu:

n(x)-t'(x)—t(x)-n'(x) _nat—tan

] X —
T gy %
q'(x)= (3x+6)-[5x>+8x]'—(5x*+8x)-[3x +6]'
(3x+6)
q.(X):(3x+6)-(10x+8)—(5x2 +8x)-3
(3x+6)
q.(X):30X2+24x+60x+4E23—15x2—24x Let op:
(3x+6) De haakjes in de noemer mag
g'(x)= 15X +60x +48 je laten staan.
(3x+6)>

Willem-Jan van der Zanden
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10.5 Regels voor het differentiéren |3]

Voorbeeld 1:
f(x) =schakels (x* - x + 6)* is een samengestelde functie, die

bestaat uit de u(v) =v*env(x) =x*> - x + 6.

Een functie de geschreven is als een ketting van schakels heeft een
Kettingfunctie.

Kettingregel.:
fx) = u(v(x)) geeft f'(x) = u'(v(x)) - V'(x)

u(v) = v* heeft als afgeleide u’(v) = 4v3
v(x) = x?> - x + 6 heeft als afgeleide v'(x) = 2x - 1

De afgeleide van (x? - x + 6)* wordt nu:

fx)=u) - vV(x)=4v  (2x-1)=4(x*-x+6)(2x-1)



10.5 Regels voor het differentiéren |3]

Voorbeeld 2:
Bereken de afgeleide van de gegeven functie g(x):
4 ) 1
g(x) = ———=4(x* +x)*
x*+x

u(v)= 4v™* met u'(v)= v

v(x)=x"+xmetv'(x)=2x+1

g'(x)=u'(v)-v'(x)
=—2v " . (2x+1)
= 2(x*+x) ?(2x+1)
C—2(2x+1)
(xtx)
—4x -2

) (x> +x)Wx* +x

Willem-Jan van der Zanden



